Existenta. Epistemologie si Ontologie

Deschizi aceasta carte si te intrebi ce vei gasi in paginile ei. Dar esti pregatit pentru cunoasterea ce se
ascunde aici? Este o intrebare care te provoaca incd de la inceput sa te deschizi spre adevdrata cunoastere.
Aceasta carte nu fti va oferi raspunsurile ultime, dar iti va deschide mintea spre o lume cu mult mai larga fata
de ceea ce este popularizat in mod normal in ziua de azi. Stiinta a adus intr-adevar lumind in multe dintre
misterele lumii. Dar la fel de adevarat este ca propriul succes a indepartat-o de unele dintre problemele
ramase inca nerezolvate, ba chiar a facut-o sa aiba deja pareri formate in domenii care insa nu sunt inca sub
jurisdictia ei. Pe parcursul acestei carti vom insista in repetate randuri pe recunoasterea celor ce sunt defapt
cunoscute de catre stiintd si vom evidentia domeniile existentei asupra cdrora lumina stiintei inca nu a patruns.
Dar inainte de toate, psihologia cititorului trebuie clarificata, deoarece din pacate spiritul uman este framantat
de prea multe tenebre care nu fac decat sa intunece judecata. lar cum doar un spirit sincer poate beneficia pe
deplin de resursele pe care aceasta carte le pune la dispozitie, cititorul trebuie sd obtina sinceritatea necesara
inainte de a se putea Imbarca la citirea acestei carti. Sinceritatea ar parea ceva de la sine inteles, pe care orice
cititor considera ca o detine deja. Dar realitatea este cu totul alta. Sunt multe mecanisme care conlucreaza si
incetoseaza viziunea despre lume. Este nevoie ca aceste mecanisme sa fie intelese pentru a putea capata
imunitate pe viitor si a putea recunoaste mai usor adevarul atunci cand acesta este intalnit. Aceste mecanisme
deriva din natura noastra evolutionista. Cum in trecut apartenenta la un trib era de o importanta capitala
pentru supravietuirea individului, natura a sadit in noi mecanisme prin care sa ne putem integra intr-un grup si
astfel sa ne crestem sansele de supravietuire. Acesta din perspectiva evolutionista este un lucru bun, dar care
in momentul in care ai de facut o alegere intre adevadr si ideologia unui grup, ingreuneaza alegerea si
favorizeaza alegerea ideologiei in locul adevarului. Ideologiile sunt practic mecanisme prin care un grup ajunge
la 0 anumita omogenitate sociala si culturald. Orice membru al grupului adoptad in mod instinctual ideologiile
grupului pentru a fi accesptat in cadrul lui si astfel pentru a fsi creste sansele de supravietuire. Mecanismul
functiona de minune in timpurile preistorice cand oamenii traiau in triburi si orice alungare din trib echivala cu
moartea, supravietuirea individuala in salbaticie fiind fatala membrului exclus. lar cum acest lucru nu era de
dorit, membrul se adapta la cerintele tribului, adoptand fara curaj de contestare a regulilor nescrise ale
tribului, chiar daca acestea erau simple superstitii sau obiceiuri deloc morale, cum ar fi sacrificiile umane aduse
zeilor. Cum acest mecanism s-a aratat benefic supravietuirii tribului si al indivizilor componenti in fata
vitreginiciilor naturii, acesta a prins radacini adanci in psihologia umana astfel incat il purtam in noi si in ziua de
azi, chiar daca motivatiile care i-au determinat aparitia nu mai sunt atat de stringente in ziua de azi sau chiar
nu mai exista deloc. Prin urmare, desi astazi suntem liberi sa urmam calea adevarului fara sa ne temem ca un
leu ar putea sari din tufis la noi, totusi nu o facem, si preferam in continuare adoptarea de ideologii fara a le
supune scrutinului ratiunii. Datorita acestor mecanisme imprimate in noi, ne este foarte greu sa distingem
adevarul intr-o carte ce are curajul de a il aborda. La contactul cu o astfel de carte, ideologiile inscrise Tn noi de
catre cultura din care facem parte, se vor revolta si vor respinge pe negandite cartea ce aduce adevarul, in
favoarea ideologiilor false ale societatii din care facem parte. Una din ideologiile societatii contemporane este
chiar stiinta. Un simplu exemplu de ideologie este existenta atomilor. Orice om educat care a auzit despre
atomi, a adoptat ideea existentei lor in mod automat, fara a considera vreo clipa ca aceasta poate sa fie o
simplad idee nedemonstrata. Se merge pe credinta ca oamenii de stiinta stiu ce fac, iar daca ei spun ceva, atunci
asa trebuie sa fie. Dar nu este decat o simpla ideologie adoptata fara prea multa gandire critica, astfel incat la
intdlnirea unei carti care doreste inlaturarea tuturor acestor ideologii, mecanismul arhaic de apartenenta
tribala va intra pe nebagare de seama in functiune si il va face pe cititor sa respinga o astfel de carte, fara sa isi
dea seama nici macar el de ce anume respinge. Dar evolutia din noi stie mai bine de ce face lucrul acesta.
Deoarece din tufisul din afara tribului pandeste leul, si e cu mult mai bine adoptarea ideologiilor tribului, oricat
de gresite ar fi acestea, decat infruntarea de unul singur cu leul.



Facand astfel cunoscut cititorului mecanismele care ii conduc din umbra judecata, cititorul este astfel
pregdtit de parcurgerea acestei cirti. in caz c3 explicatia acestor mecanisme este abia acum intalnitd pentru
prima data, in mod evident cititorului 1i va fi greu sa se elibereze de ideologiile in care a crescut o viata
intreagad. Dar tocmai la acest demers se Tnroleaza aceastd carte. Tot ce este necesar din partea cititorului este
sinceritatea. Apoi greul va fi preluat de aceasta carte. Avand aceste lucruri stabilite, ne putem acum indrepta
atentia si spre subiectul acestei carti. Cum si titlul sugereaza, este o carte care va incerca sa ofere o viziune de
ansamblu asupra tuturor lucrurilor care exista. Pentru aceasta, va porni in mod onest cu descoperirile fizicii
pana in ziua de azi, iar apoi dupa ce viziunea contemporand despre lume a fost asternuta, va porni cu mult
curaj dincolo de aceasta si va arata unde anume stiinta actuala isi are lacunele si unde atentia acesteia trebuie
s3 fie indreptatd n viitor. In acest demers de infruntare a necunoscutului, multe lucruri in nereguld cu stiinta
actuala vor iesi la iveala, incat in cele din urma, stiinta actuald va parea ca un simplu mit de evul mediu fata de
felul in care potential realitatea poate fi. Cititorul va ajunge sa se mire cum stiinta actuala poate tine atat de
mult la ideologia materialismului, cand defapt realitatea se va dovedi cu totul alta. Dar acesta va fi unul din
lucrurile pozitive pe care aceastd carte le poate face! Daca cititorul intr-adevar va ajunge la concluzia ca stiinta
actuala este un simplu mit, aceasta va deschide calea catre stiinta viitorului, o stiinta cu un pas mai aproape de
aflarea adevarului.

Desi o carte de nivel de popularizare, prezentarea fizicii actuale se va face cat mai riguros cu putinta.
De aceea, un aparat matematic la nivel de liceu este necesar pentru intelegerea intregului material prezentat
aici. In sprijinul intelegerii materialului prezentat, un capitol initial de analizi matematicd va introduce
conceptele de derivata si integrala pe intelesul tuturor. Apoi, nici fizica prezentata nu va intra in detalii
obositoare. Se va mentine doar la un nivel de prezentare de amsamblu a cunoasterii dobandite de fizica
actuald, si va incerca sa fie prezentata cat mai usor cu putinta, astfel incat si un elev de liceu sa devina familiar
cu fizica de nivel universitar. Fizica tinde sa sperie cititorul prin faptul ca deschiderea unei carti din domeniu, il
pune pe acesta in fata cu sute de fomule complicate. Dar toate acele formule sunt doar calcule de detaliu
pentru probleme inutil de particulare. Modul in care fizica va fi prezentata aici este la nivel de fenomen
general, suficient cat sa i ofere cititorului o viziune generala despre ce este vorba in respectivul domeniu. Vor
fi de asemenea incluse si cazuri particulare elementare, pentru simpla ilustrare a functionarii acelor principii in
practica, dar exemplele alese vor fi dintre cele mai simple, tocmai pentru incurajarea citirii lor in intregime si
obtinerea astfel a unei mai bune aprecieri a subiectului tratat.

Dupa ce toate capitolele principale ale fizicii vor fi prezentate, expunerea de fata va intra in tratarea
constiintei. Desi pentru urmarirea materialului despre fizica va fi suficienta intelegerea matematicii prezentate,
pentru urmarirea materialului despre constiinta dificultatile vor fi de o cu totul alta natura. Acestea vor izvori
din modul de a gandi pe care omul contemporan si I-a format prin cresterea intr-o societate in care ideologia
materialista este ideologia principala. Voi incerca sa limpezesc aceste dificultati pe cat de bine sunt in stare.
Ceea ce va fi nevoie din partea cititorului este parcurgerea sincera a materialului prezentat si atentia la detalii.
Este des intalnit ca desi o fraza sa para un simplu truism, in spatele ei sa se ascunda defapt lucruri mult mai
profunde atunci cand ii este acordata atentia necesara. De aceea este foarte important ca materialul sa fie
parcurs cu atentie pentru a putea capata aprecierea necesard a subiectului tratat. Cum natura constiintei
contrasteaza puternic cu viziunea despre lume pe care o pune la dispozitie materialismul, dificultatile de
intelegere a constiintei sunt posibil s3 apara la fiecare pas, oricat de simple ar fi lucrurile defapt atunci cand
sunt privite din perspectiva corecta.

Mergand mai departe la cuvintele din titlu, observam doi termeni tare ciudati. Ce-or fi alea
epistemologie si ontologie ? Pe scurt, epistemologia se refera la cunoastere, iar ontologia se referd la
existentd. Materialul prezentat in aceasta carte va incerca sa fie mereu incadrat in cele doua categorii. Motivul
este confuzia care se gaseste la ora actuala printre oamenii de stiinta. Desi ei tot ce fac este epistemologie, au
gresita impresie ca se ocupa cu ontologia. Tot ce face stiinta este sa ne ofere cunoastere despre lumea din jur.
Dar aceasta cunoastere nu se identifica cu insasi lucrurile despre care este in legatura. Cand spunem: ”"Atomul



este format din protoni, neutroni si electroni.”, aceasta afirmatie este o afirmatie epistemica. Este doar o
incercare de a noastrd de a descrie realitatea. Dar asta nu inseamna ca in realitate, adica la nivel ontologic,
atomii chiar exista in modul in care fi descrie stiinta. Orice ar fi acolo, in niciun caz nu sunt protoni, neutroni si
electroni. Ci sunt elemente de realitate, inaccesbile noud in mod direct. in mod fatalist, putem lejer s&
concluzionam ca lumea fizica ne este fundamental inaccesibila. Tot ce putem face este sa oferim descrieri
despre ea, dar niciodata nu ii vom putea avea natura-i adevdratd. Tot ce avem despre lumea fizica este
epistemologia. Ontologia ei ne este inaccesibila. Din pacate, omul de stiinta comun al zilelor noastre nu face
distinctia dintre cele doud notiuni, el crezand ci teoriile lui sunt ontologie purd. in acest moment, cititorul se
poate intreba ce rost mai are atunci sa discutam despre ontologie, dacd aceasta ne este pentru totdeauna
inaccesibild. Motivul este ca o parte din ontologie ne este defapt in mod direct accesibila. Si aceasta este
constiinta. Constiinta este practic ontologie in actiune. Toate culorile, sunetele, sentimentele, gandurile, pe
care le avem sunt realitate pura, realitate pe care o experimentam in mod direct. Partea interesanta aici este
cé desi avem parte de ontologie in mod direct, n-avem nicio idee de vreo explicatie pentru constiinta. in cazul
constiintei avem ontologie, dar nu detinem nicio epistemologie prin care sa explicdm stadrile pe care le traim.
Acesta este unul din marile contraste dintre lumea pe care ne-o prezinta fizica si lumea pe care o
experimentam in mod direct Tn constiinta noastra.

Vom avea multe de spus pe parcursul acestei carti despre epistemologie si ontologie si sper ca astfel
la sfarsitul ei, cititorul va cdpata modul corect de a privi lumea si de a intelege care trebuie sa fie defapt
demersul stiintei de a o explica. Din pacate, institutiile de Tnvatamant sunt prea focusate pe indoctrinarea
elevilor si studentilor decat pe clarificarea notiunilor care sunt predate. Un student la fizica este coplesit de
teorii, ecuatii si rezolvari de probleme, incat timpul nu ii mai permite sa se intrebe ce sunt toate lucrurile pe
care le are de invatat. Aceasta stare de fapt a lucrurilor duce la crearea de persoane numai bune sa recite pe
de rost o multitudine de notiuni aleatorii impuse asupra lor de catre sistemul de invatamant, in locul crearii de
persoane lucide cu spirit critic care sa fie in stare sa inteleaga exact care sunt problemele adevarate pe care le
are de infruntat stiinta. Studentii ies astfel din facultati entuziasmati sa explice materia intunecata si energia
intunecata, desi nici macar nu au habar ce sunt acele lucruri pe care incearca sa le explice si daca macar modul
prin care acele fenomene pot fi explicate este modul clasic al punerii a toate cele sub forma ecuatiilor. Aceasta
graba si indoctrinare incetoseaza marele mister al fizicii, al naturii, care este cu noi de cand a deschis prima
fiintd ochii in acest univers: constiinta. Tn mod trist, constiinta nici nu exist3 ca si cuvant in vocabularul unui
absolvent de fizica. Cel mai mare mister al universului, fenomenul pe baza caruia insasi stiinta exista, dar
oamenii care ar trebui sa rezolve acest mister sunt total inconstienti ca acesta macar exista. De aceea, aceasta
carte se va dovedi un adevarat izvor de lumina pentru scoaterea in evidenta a adevaratelor fenomene care cer
o explicatie si spre trezirea la viata a tuturor celor interesati de stiinta. Acestia vor avea bucuria sa afle ca cel
mai mare mister din lume nu sta in adancurile cosmosului si nici in interiorul atomului, ci sta in fiecare dintre
noi. Noi suntem cel mai mare mister al universului. Si e timpul sa ne ridicam deasupra indoctrindrii materialiste
si sa gasim o explicatie pentru noi insine.

Scopurile cartii fiind astfel prezentate, e timpul sa incepem calatoria spre intelegerea lumii si spre
intelegerea noastra. O vom lua pas cu pas, de la notiuni care sunt in spiritul viziunii actuale despre lume pe
care ne-o furnizeaza stiinta actualad, apoi usor usor vom aborda si marele mister al constiintei. Cum pentru a
intelege bine fizica avem nevoie de o intelegere corespunzatoare a matematicii, sa incepem asadar cu o
prezentare a analizei matematice.

Analiza matematica

Ti-ai luat pixul si hartia ? Esti pregatit sa scrii ecuatii matematice ? Ce ar fi totusi sa nu fim asa grabiti si
presati cum suntem in scoala ? Suntem aici pentru a intelege Existenta, nu pentru a face matematica. Asa ca
fnainte de a trece la tratarea standard a matematicii, sa ne oprim un pic si sa reflectam la ce anume facem.
”"Matematica facem!” Oare ? Cum putem spune ca facem matematica daca nici macar nu stim ce-i aceea



matematica ? Da, avem o intelegere intuitiva asupra ei. Dar totusi... ce este matematica ? Cand scriem 1+1=2,
de unde stim asta ? De unde stim ce este acela ”1” ? De unde stim ce este acela "2” ? De unde stim ce este
aceea adunare ? De unde stim cd daca adunam 1 si cu 1 obtinem 2 ? Esti surprins de aceste intrebari ? Crezi ca
sunt puse in gluma ? Si nu, raspunsul dat de ideologia curenta cum ca notiunea de ”1” o luam din natura, spre
exemplu din nevoia ciobanilor din trecut de a tine socoteala oilor, nu este cel corect. Acela este doar un
réspuns superficial. Dar ceea ce intrebdm aici este mult mai profund de atat. intrebdm despre insisi abilitatea
constiintei de a avea aceste notiuni. Ne lovim asadar de prima neconcordanta dintre ideologia ce ne este
prezentatd n scoli si adeviratele probleme ale stiintei. Tn scoald doar "facem matematica” si atat. Da, ne
pricepem de minune la matematica. Dar... totusi ce este acel lucru pe care il numim matematica ? Si cum
anume putem face asa ceva ? Raspunsul nu il are nimeni. Cu toate acestea, voi incerca sa ofer un raspuns, dar
acesta va trebui sa astepte pana abia dupa ce vom discuta serios despre constiintd. Pana atunci, ai sansa sa
reflectezi singur la aceste intrebari. Si cand va veni momentul sa citesti rdaspunsul, sa iti compari propriile
ganduri cu acel raspuns.

Acum ca ne-am limpezit putin judecata, ne putem apuca de ”facut matematicd”. Dar nu uita
niciodat3: pune totul sub semnul intrebérii! intreab3-te mereu ce este cutare si cutare lucru!

Daca ai deja o intelegere adecvata a analizei matematice, acest capitol poate fi sarit cu totul. Dar daca
ai anumite sentimente negative legate de matematica din liceu, nu te impancienta. Autorul acestei carti a
terminat liceul (cu medie buna inca!) fara sa aiba vreo intelegere a notiunilor de derivata si integrala. Exista
doua posibilitati aici. Ori nivelul de inteligenta al autorului este unul scazut, ori modul in care matematica este
predata in scoli e de asa naturd incat conteaza mai mult sa fii bun la manipulat formule decat la inteles defapt

fxzdx ?

la ce se refera acele formule.

Nicio problema. Stiu exact rezultatul:
2 x?
x“dx = 3 +C

A obtine media 10 la matematica aplicand de zor astfel de formule a fost o nimica toatd. Dar simbolul
acela ciudat a continuat sa ramana un mister pana dupa terminarea liceului, cdnd de unul singur parcurgand o
carte de astrofizicd, am ajuns la punctul in care se calcula radiatia emisda de o stea. Fiind o problema de
geometrie Tn spatiu, erau folosite integrale triple. Si ia de intelege ce anume se intdmpla acolo doar aplicand
mecanic formule invatate pe de rost in liceu. Si mai ales stai si intreaba-te ce legatura are aria de sub grafic cu
aplicarea integralelor in 3 dimensiuni. Liceul ma invatase cat se poate de clar: integrala e aria de sub grafic. Tot
elevul o stia! Si evident, tot elevul se insela... S3 vedem deci ce sunt defapt aceste notiuni de care analiza
matematica face atata uz.

Derivate

Analiza matematica a aparut din necesitatea de a lucra in calcule cu cantitati infinitezimal de mici.
Primele incercari au existat inca din antichitate, dar abia in secolul 17, Newton si cu Leibniz au dezvoltat in
mod independent analiza matematicd moderna. in antichitate se pusese problema calcului ariei unui cerc. Aria
unui dreptunghi e usor de calculat: doar inmultesti cele doua laturi si obtii aria. Dar cum faci lucrul acesta
pentru obiecte de forme neobisnuite pentru care nu ai nicio formula clara prin care sa le calculezi aria ?
Rezolvarea vine prin aproximarea formelor respective cu forme a caror arie stii sd o calculezi. Astfel pentru un
cerc putem avea urmatoarele situatii in care inghesuim cat mai multe patrate care sa acopere cat mai mult din
aria cercului si astfel sa fim cat mai aproape de valoarea adevarata a acesteia.



Cu cat facem patratele mai mici, cu atat acestea pot ocupa zonele mai inguste din cerc si astfel ne putem
apropia tot mai mult de valoarea exacta a ariei cercului. Tn momentul in care patratelele devin infinitezimal de
mici, suma ariei lor va egala aria cercului. Exemplul cu aria este doar unul din nenumaratele cazuri in care o
anumita valoare poate fi aproximata prin o multitudine de valori infinitezimale. Vom vedea pe masura ce vom
prezenta fizica, tot mai multe cazuri in care va apdrea nevoia de a aproxima o anumitda marime printr-o
multime de alte marimi mai mici.

Un alt caz in care nevoia de a lucra cu cantitati infinitezimale apare este atunci cand dorim sa stim
valoarea unei anumite marimi la un punct foarte bine specificat. De exemplu, una dintre cele mai simple
marimi din fizica este viteza. Viteza este definita vag ca fiind distanta spatiala pe care o parcurgi intr-o anumita
perioada temporald. Dacd ai de mers 100km si i parcurgi in sa zicem 2ore, atunci poti spune in mod vag ca ai
mers cu o viteza de 50km/h. Dar valoarea aceasta a vitezei este buna doar daca nu esti prea pretentios si te
multumesti sa stii doar viteza medie cu care ai parcurs respectiva distanta. Dar daca esti interesat de a afla
viteza instantanee, lucrurile nu mai devin atat de simple. Sa scriem mai intadi o formula vaga a vitezei:

X

v=—

t

unde v este viteza medie pe tot spatiul x, x este tot spatiul parcurs, iar t este timpul necesar parcurgerii
respectivului spatiu.

Daca vrem sa aflam viteza mai precisa la un anumit punct, ceea ce vom face e sa luam distante mai
mici de drum si s3 vedem in cat timp acestea sunt parcurse. In loc s3 calculdm viteza pentru 100km, o putem
calcula pentru 100m. Astfel desi viteza medie este de 50km/h, aceasta va diferi atunci cdnd o vom considera
pentru portiuni mai mici. Astfel pe o anumita anumita portiune de 100m o putem parcurge in 7 secunde si
atunci sa avem o viteza pe portiunea respectiva de 51.42km/h, sau sd o parcurgem in 8 secunde si atunci sa
avem o vitezd pe portiunea respectivd de 45km/h. Putem nota aceste cazuri prin formula:

Ax

U=A—t

unde v este viteza medie pe portiunea de drum Ax, Ax este portiunea de drum parcurs, iar At este intervalul
temporal in care am parcurs respectiva portiune de drum.

Daca insd suntem pretentiosi la maxim si dorim chiar viteza instantanee, adica viteza intr-un moment
de timp precis specificat, atunci ajungem la necesitatea introducerii analizei matematice, deoarece momentul
de timp precis specificat este practic o marime infinitezimala (adica infinit de mica). Marimile infinitezimal de
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mici se noteaza prin Tnlocuirea simbolului grecesc delta, A, prin simbolul latin, d. Vom avea astfel urmatoarea
formula pentru viteza instantanee:

dx

UZE

unde v este viteza instantanee, dx este distanta spatiala infinitezimald, iar dt este intervalul temporal
infinitezimal Tn care respectiva distanta spatiala este parcursa.

Dar aici intdmpindm o problema, deoarece spre deosebire de cazul precedent in care puteam
specifica o anumita valoare pentru Ax, dx este o valoare infinitezimal de mica. Deci nu e 1m, nici 0,0001m, nici
0,000000000000000001m, ci e infinitezimala. Trebuie sa gasim astfel o modalitate de a lucra cu ea daca vrem
s3 afldm viteza instantanee. Ne intalnim astfel cu notiunea de derivata. in functie de cat de precisi dorim s&
fim Tn exprimare, se pot da diferite definitii pentru derivata. Dar la modul intuitiv, derivata este raportul dintre
doud diferentiale, diferentialele fiind marimile infinitezimale de care suntem interesati. in cazul vitezei,
diferentialele sunt dx si dt. Definitia riguroasa din manualele de clasa a 11-a de matematica, este urmatoarea:

Fie f:D - R o functiesix, € D N D', unde D' este multimea punctelor de acumulare.

fFG)—f (xo)

X— Xg

a) Functia f are derivatd in punctul x, dacd exista limita lim,_,,, . Aceasta limita se noteaza

f'(x,) si se numeste derivata functiei fin punctul x,.

b) Funtia f este derivabila in in punctul x, dacd existd si este finitd limita lim,_, | o
— A0

Pe mine toate aceste notatii ma speriau in liceu. Ce-or insemna toate acele simboluri ? Dar daca te uiti
atent, sunt doar reformularea acelorasi lucruri despre care am discutat mai sus. Acea limita fioroasda nu
fnseamna nimic altceva decat faptul ca decizi sa masori viteza pentru intervale temporale din ce in ce mai mici.
Un punct de acumulare este, informal vorbind, un punct de care te poti apropia oricdt de mult doresti. Tn
exemplul nostru cu viteza, putem sa alegem ca punct de acumulare, ora 3 la pranz sa zicem. Deci x, = 3. Dacd
vrem sa masuram viteza instantanee, trebuie sa alegem intervalul temporal cat mai mic. De exemplu intre
x =2:59:595si xy =3:00:00. Sau intre x = 2:59:59,999999si x, = 3:00:00. Cu cat alegem x mai
apropiat de x,, intervalul x — x, devine tot mai mic pand ajunge infinitezimal. Motivul pentru care putem
aplica formula de mai sus timpului, este deoarece timpul este presupus a fi o marime continua, si astfel fiecare
punct din timp este un punct de acumulare. Daca timpul ar fi discret, aceastd abordare nu ar mai functiona,
deoarece punctele lui ar deveni puncte izolate, si definitia limitei nu se aplica la puncte izolate.

Avem astfel o formulare riguroasd a derivatei. In cazul nostru, observim cd viteza (instantanee) este
practic derivata spatiului in raport cu timpul. Daca stim cum anume se modifica spatiul odata cu timpul, putem
calcula o valoare a vitezei instantanee la orice moment temporal dorim. Sa luam un exemplu.

Sa zicem cd spatiul parcurs poate fi pus sub formula f(t) = 7t, unde f{t) este spatiul parcurs, iar t este
timpul necesar parcurgerii acelui spatiu. Sa lucram in sistemul international si sa masuram spatiul Tn metri si
timpul in secunde. Sa zicem cd dorim sa aflam viteza la momentul t, = 5s. Vom aplica definitia derivatei:
f@®) = f(to) . Tt="Tt, t—1t
— = lim—

v = lim =7 lim
t-to t— t t-5 t— t tos5t — ¢ty

=7m/s

Observam ca momentul temporal la care facem masuratoarea este irelevant. Asta deoarece avem de a
face cu miscare rectilinie uniforma, asta inseamnand cu vitezad constanta. Dar sa luam si un caz mai complicat.
S& zicem ca spatiul parcurs poate fi pus sub formula f(t) = 7t2. Vom avea:
fO—flt) . 72 =Tt (£ =) (t+to)

m——- = lim——=

= i e I =7 T = e+ ) =7+ (5 +5) = T0ms



Am cépétat astfel un instrument cu care putem calcula derivate. in practics insa, definitia derivatei este
anevoioasa si in schimb se folosesc direct formule de calcul a diferitelor derivate. S8 deducem doud exemple
de astfel de formule. Vom face deducerea in mod matematic, fara a mai vorbi de viteza, dar formulele deduse
matematic pot fi ulterior aplicate oricdror situatii din viata reald in care apare nevoia calcularii de derivate,
adica a raportului dintre doud marimi infinitezimale.

1) Fie f(x) = x™. Vom avea:

x™ —xf

f'(xp) = lim M = lim — =

X—Xg X — Xo x=xg9 X — X

(o= x) (™ x4 xx P + xl Y -
= lim = nx;
xX-xg X — Xp

Pe scurt, aceastd formuld poate fi scrisd: (x™)’ = nx™ 1.

Acum ca avem aceasta formula simpla, sa repetam calculul anterior pentru viteza sa vedem daca obtinem
acelasi rezultat. S& ludm asadar iar cazul in care spatiul parcurs poate fi descris prin formula f(t) = 7t2 si si
calculdm viteza la momentul t, = 5s. Vom avea:

i) =f'(5)=(7t2) =7(t?)'=72t)=7-2-5=70m/s
Acelasi rezultat! Si mult mai simplu si mai rapid.

Tnainte de a rezuma discutia despre derivate, si mai ludm un exemplu de deducere a unei formule de
calcul prescurtat. Aceste formule se gasesc oricum listate in tabele, de unde pot fi folosite la nevoie.

2) Fie f(x) = sin(x). Vom avea:

, . f(x) = f(xo) . f(xo+1t) = fxo)
f'(xg) = lim = lim =
x-xg X — X t-0 t
. (Tt t . (T
sin(x +8) —sin(xp) _  25in(g)cos(xo+3)  sin(3) t
= lim = lim = lim cos (xo + —) = cosX,
t—0 t t—0 t t—0 2

+ . . . . _ . sinx
In ultimul pas am folosit formula din domeniul limitelor: llmx—»oT =1.

Pe scurt, derivata obtinuta poate fi scrisa: (sin x)’ = cos x.

Sa recapitulam, pentru a avea grija ca nu ne ratdacim n aceasta jungld matematica si sa pierdem din vedere
esenta a ceea ce facem aici. Motivatia introducerii derivatei este nevoia in practica de a calcula un raport intre
doud marimi infinitezimal de mici. Am vazut cum functioneaza aceasta notiune in cazul calcularii vitezei la un
moment temporal exact specificat. Dar derivata, si implicit toate formulele matematice corespunzatoare, se
poate aplica oricind avem situatia de a afla raportul a doua marimi infinitezimale. De obicei fizica bazandu-se
pe evolutia temporala a unui sistem, derivatele in cazul ei vor fi mereu derivate in raport cu timpul. Un
exemplu ar fi rata de curgere a unui rau, care se poate masura in litri/secunda sau rata de transfer energetic
masurata in jouli/secunda, etc.

Sa vedem acum o alta situatie in care madrimile infinitezimale apar n practica.



Integrale

A doua necesitate de a folosi marimi infinitezimale a fost cea prezentata la Tnceputul capitolului in
care a fost pusa problema calcularii ariei cercului. Solutia gasita a fost prin aproximarea ariei cercului prin figuri
ale caror arii sunt cunoscute si apoi adunarea acelor arii si obtinerea astfel a valorii ariei cercului. Sa luam un
exemplu simplu al calculdrii ariei unui triunghi pentru a vedea exact locul in care ia nastere notiunea de
integrald. Vom incepe cu acest exemplu de arie, deoarece este cel mai simplu de inteles. Problema in liceu insa
este ca integralele sunt folosite exclusiv pentru calculul ariei de sub graficul unei functii, astfel incat elevul
ajunge sa creada ca defapt aria de sub grafic e ceea ce o integrald este. Dar acela este doar un caz particular de
ceea ce este defapt o integrald. Vom vedea prin prezentarea mai multor exemple ce este defapt aceasta.

Sa ludm functia f(x) = x.

5
/ff
af ~
-
L
3F /
.f'ff/
2 -
,-’/
-
1F -
/
L~
1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5

Sa zicem ca dorim sa calculam aria triunghiului format de graficul acestei functii si axa Ox, intre
valorile x=0 si x=5. Aria unui triunghi fiind A = (baza - inaltimea)/2, vom avea A = (5 - 5)/2 =12,5. S
presupunem totusi ca nu stim formula pentru aria unui triunghi, ci singura formula de arie pe care o stim este
aria unui dreptunghi. Cum putem afla aria triunghiului atunci ? Triunghiul nu arata deloc ca un dreptunghi.
Deci cum ajungem de la unul la altul ? Ceea ce putem face este sa aproximam triunghiul printr-o serie de
dreptunghiuri. Sa zicem c3a alegem urmatoarea aproximare:

ot
. -~
af — -
,f’/
it
[ -
: e
2r /-
- .f';f
1
L /f-’
-
1 2 3 4 5
. i .

Fiecare dintre cele 5 dreptunghiuri au baza de lungime egala cu 1, si indltimile cu valorile de 1,2,3,4,5.
Vom aproxima astfel aria triunghiului prin suma ariilor celor 5 dreptunghiuri. Vom avea astfel aria aproximativa
de A=(1-D)+1-2)+(1-3)+(1-4)+1-5=14+24+34+4+5=15. Nu obtinem chiar valoarea
exactd, dar suntem destul de aproape. Am putea sa obtinem o valoare mai apropiata de cea reald ? Sigur. Tot



ce trebuie sd facem e sd aproximdm triunghiul folosind mai multe drepunghiuri. inainte de a face asta, s3
scriem suma de mai sus folosind o notatie riguroasa.

5 5
A= Z (inaltime - bazi dreptunghi) = Z (inaltime - Ax)
fndltime=1 ndltime=1

Prin Ax am notat baza drepunghiurilor, asa cum este ilustrata si in figura. Deci ceea ce avem este o
suma de arii de drepunghiuri cu baza Ax si cu indltimea crescand in pasi de cate 1 intre 1 si 5. Sa aproximam
acum Tncd si mai bine.

De data aceasta avand mai multe dreptunghiuri, si baza lor va fi mai mica. Am ales ca dreptunghiurile
sa aiba baza 0,5. Daca le adunam ariile, obtinem

A=05-(05+1+15+2+25+3+35+4+45+5)=13.75

Rezultatul este acum mai apropiat de valoarea reala! Scriind aceasta arie in mod riguros, vom avea:

5 5
A= Z (fndltime - baza dreptunghi) = 2 (indltime - Ax)
fnaltime=0,5 inaltime=0,5

Diferenta fiind cd acum inaltimea creste in pasi de citre 0,5 in loc de 1. Intrezdrim astfel modul prin
care se poate ajunge in cele din urma la valoarea exacta a ariei triunghiului. Daca vom folosi o infinitate de
dreptunghiuri, obtinem in cele din urmé rezultatul dorit. in acelasi timp, pe méasura ce crestem numérul
dreptunghiurilor, observam si ca baza lor scade. Pana cand ? Exact ca in discutia despre derivate, baza
dreptunghiurilor va scddea pana cand baza lor va deveni infinitezimala si astfel Ax va deveni dx. in momentul
n care Ax devine dx, si suma se va transforma intr-o... integrala! Vom avea astfel formula:

5
A= f indltime - dx

indltime=0

Acum se explica si de ce simbolul pentru integrala este un S alungit. Deoarece integrala nu e nimic
altceva decat o suma, diferenta dintre o integrala si o suma obisnuita fiind faptul ca integrala este o suma de
cantitati infinitezimale. lata-ne asadar intelegdnd in cateva pagini esenta analizei matematice pe care in liceu
te straduiesti sa o intelegi 2 ani, dar pe care la sfarsitul liceului te trezesti ca tot nu o stii si te intrebi ce sunt
acele lucruri cu care ai rezolvat atatea sute de exercitii. Derivata este un simplu raport de cantitati
infinitezimale iar integrala este o simpla suma de cantitati infinitezimale. Nimic mai simplu.



Vom trata in continuare cateva aplicatii interesante ale integralelor, deducand misterioasele formule
ale lungimii si ariei unui cerc si suprafetei si volumului unei sfere, pentru a capata o intelegere mai profunda
despre cum sunt folosite integralele in practici. in exemplul de mai sus, aproximarea folosind dreptunghiuri
este cea mai simpl3 posibild. Dar in alte cazuri, altele sunt aproximarile mai potrivite de a fi ficute. inainte de a
trece efectiv la respectivele calcule, este nevoie sa prezentam teorema fundamentala a analizei matematice
deoarece avem nevoie de ea pentru calcule practice.

Sa punem mai intai integrala de mai sus intr-o forma matematica mai potrivita. Deoarece in practica
este bine sa se lucreze cu o singura variabild, trebuie sa exprimam inaltimea ca o functie de x. Cum putem face
lucrul acesta? Daca ne uitam cu atentie la ce se intamplad cu inaltimea atunci cand latimea dreptunghiurilor
tinde catre dx, observam ca valoarea inaltimii se apropie de linia graficului exprimata prin f(x)=x. Vom avea
astfel indltimea = f(x) = x. Integrala va deveni astfel:

5 5 5
Azf Tnél;ime-dxzf f(x)-dxzf x dx

inaltime=0 f(x)=0 x=0

Sa mai luam un exemplu pentru a intelege exact ce se intampla. Sa ludm de data aceasta functia
f(x) = x? sisafiicalculdm aria de sub grafic intre limitele x=0 si x=5.

25:

Nu voi mai desena dreptunghiurile care aproximeaza aria, dar procedura va fi aceeasi. lar pe masura
ce latimea dreptunghiurile aproximatoare se va apropia de dx, indltimea acestora se va apropia de valoarea
functiei exprimat prin f(x) = x2. Vom avea astfel:

25 25 25 5
A= f inaltime - dx = J f(x) dx = J x%dx = j x? dx
1 x

tnaltime=0 f(x)=0 x2=0

Deoarece vrem sa exprimam totul in functie de x, am transformat astfel si limitele de integrare din
limite pentru indltime in limite pentru x.

Urmatorul pas este sa gasim o modalitate de a evalua aceste integrale pentru a obtine o valoare
numerica a ariei de sub grafic. Pentru aceasta avem nevoie de Teorema fundamentald a analizei matematice.

Teorema fundamentala a analizei matematice

Deoarece demonstratia completa este destul de lunga, ne vom limita la a da doar o intuitie despre
locul din care teorema deriva si care este esenta acesteia. Sa consideram graficul urmator in care avem aria de
sub functia f(x):
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Alx+h)-AR) = flx)h

7 |

® ®+h
Lv_l

h

Aria de la 0 la x 0 notam cu A(x), iar aria de la 0 la x+h o notam cu A(x+h). Daca facem diferenta dintre
cele 2 arii, obtinem:

Alx+h) —Ax) = f(x)-h
Acum vom aplica aceeasi tehnica de a face intervalul h infinitezimal si obtinem:
A(x +dh) — A(x) = f(x) - dh

A dh) — A
foo = AEETIZIO _

Dar cum am vazut anterior, A(x) este chiar integrala functiei f(x). A(x) se mai numeste si antiderivata
functiei f(x). Observam asadar ca pentru a ajunge inapoi de la integrala la functia originald, trebuie sa derivam
integrala. Astfel, integrarea si derivarea sunt operatii opuse. Avem astfel un mod intuitiv de a calcula integrale.
Pentru a afla rezultatul unei integrale, trebuie sa ne intrebam “Ce functie dacd am deriva-o, am obtine functia
de sub integrala ?”. Sa vedem un exemplu pentru a ne lamuri ce inseamna asta.

Sa luam integrala care a aparut la inceputul acestui capitol:

szdx

Ceea ce trebuie sd ne intrebdm acum este: ”Ce functie dacd am deriva-o, am obtine x? ?” Functia

3
. X o Y v oA v
aceasta va fi S+ C. Sa verificam ca intr-adevar asa este:

x3+C - 3xz+0— 2
3 -3 =X

Tntr-adevar obtinem functia de sub integrald. Concluziondm astfel ci:
2 X3
x“dx = 3 +C

unde C este o constanta, derivata unei constante fiind egald cu 0 deoarece aplicand definitia derivatei avem:

c-C
lim =0
x-X0 X — Xg

11



Prima parte a teoremei fundamentale a analizei matematice stabileste astfel ca integrala este opusul
derivatei. Partea a doua a teoremei ne oferd o modalitate de calcul numeric a valorii unei integrale atunci cand
aceasta este luata intre 2 limite numerice. Ne vom limita aici doar la a specifica aceasta formula fara
demonstratie:

b b
| fedx=reol) = F®) - F@

unde F(x) este antiderivata functiei f(x).

Sa aplicam acest rezultat ariei de sub triunghiul format de functia f(x)=x si sa ne convingem in sfarsit
ca integralele functioneaza:

5

5 5
Azf inél‘;ime-dxzf f(x)-dxzf xdx =—

inaltime=0 f(x)=0 x=0

552 2

= —— =125
2 2

Obtinem in cele din urma rezultatul asteptat! Suntem astfel in posesia intregului aparat matematic al
analizei matematice de care avem nevoie pentru a intelege toata fizca din aceasta carte. Evident, prezentarea
analizei matematice facuta aici este doar o prezentare conceptuald. Aceasta in niciun caz nu va inlocui
abilitatile de calcul care se dobandesc in 2 ani de studiu in timpul liceului. De exemplu, in calculul anterior am

2
. . X . .
trecut brusc de la integrala lui x la rezultatul 5 Acesta este unul din multele rezultate pe care elevul de liceu

ajunge sa le invete mult prea bine. Nu ne vom ocupa aici de deducerea tuturor acestor rezultate.

Acum ca stim cum functioneaza conceptual aparatul matematic al analizei matematice, sa mai vedem
cateva cazuri in care sa insistam pe esenta analizei matematice, si nu pe aparatul acesteia de calcul.

Cercuri si sfere

S3 ne propunem asadar s calculdm aria unui disc de cerc. Formula wR? este cunoscutd inci din
scoala generald, dar de unde vine aceasta formula? Dandu-se un disc de cerc, cum anume fi putem calcula
aria? Tn spiritul acestui capitol, propunerea cea mai evident3 de atacare a problemei este prin aproximarea
ariei discului cercului cu figuri ale caror arie stim sa o calculam. Dar aici intervine o problema. Prima propunere
de solutie ar parea aproximarea prin dreptunghiuri, la fel cum am facut si in exemplele de mai sus. Dar
dificultatea Tn a folosi dreptunghiuri pentru aproximarea ariei este stabilirea limitelor intre care sa se faca
integrarea. In exemplul de mai sus, limitele alese au fost 0 si 5. Ar fi putut s3 fie oricare alte limite, 0 si 1 de
exemplu, procedura ar fi fost aceeasi. Dar daca vrem sa facem acelasi lucru pentru aproximarea ariei discului
cercului, ce limite de integrare alegem? Nu e deloc ceva evident. Si asta deoarece forma cercului nu este liniara
sa poti sa asezi dreptunghiurile frumos unul langa altul si doar sa le modifici indltimea. Prin urmare, cum
aranjezi dreptunghiurile intr-un cerc astfel incat sa poti calcula o integrald a lor? Problema fiind suspicios de
dificila, sa alegem alta figura prin care sa aproximam aria discului cercului. Sa alegem de exemplu triunghiuri.
La prima vedere ar parea inca si mai dificila folosirea triunghiurilor. Nu si daca asezam triunghiurile in modul
urmator:




Ce bine! Ce elegant am reusit sa aproximam aria unui disc de cerc prin arii de triunghiuri. Acum
urmatorul pas. Om fi aranjat noi frumos triunghiurile, dar cum scriem integrala? Aducandu-ne aminte cazul
anterior cu dreptunghiurile, ceea ce faceam era sa luam aria dreptunghiurilor si sa o integram intre anumite
limite. Tn acest caz, aria triunghiurilor va fi:

_ Inaltimea -baza R-dt
A 2 T2

unde R este raza cercului, care dupa cate se observa este si indltimea triunghiurilor, iar dt este baza
infinitezimala a triunghiurilor.

Acum trebuie sa stabilim si limitele intre care sa intregram aceasta baza. Uitandu-ne la figura,
observam ca baza triunghiurilor se dispune de-a lungul cercului, deci vor parcurge o lungime egala cu lungimea
cercului, 2mR. Avem astfel integrala pentru aria discului cercului:

27rRR R 2R R R
A= —dt =— dt = —t|?™ = —2nR = nR?
J; 2 ZJ; p o™ =52k =n

Obtinem asadar misterioasa formula a ariei discului cercului pe care o stiam dintotdeauna, fara a stii
insa cum era obtinuta. Sa mai vedem un mod prin care putem calcula aria discului cercului, pentru a capata o

intuitie inca si mai buna asupra analizei matematice.

Folosirea de triunghiuri pentru a aproxima aria discului cercului a fost intr-adevar o idee tare isteata si
creativa. Dar este singura posibild? Tn niciun caz. Fiecare poate veni cu propriile lui idei de a gsi elemente
infinitezimale care adunate sa aproximeze aria discului cercului. Sa ne uitam iar la discul de cerc si sd ne
intrebam ce alte moduri ingenioase de aproximare a ariei acestuia putem gasi? Dacda am aproxima aria
acestuia prin sectoare circulare din ce in ce mai mici a caror grosime sa o facem pe urma infinitezimala? Pare a
fi o idee buna. Sa vedem ce obtinem.

2t

Tn cazul acesta vom fi interesati de a integra ariile sectoarelor circulare. Dar care este aria acestora?
Daca ne uitam bine la ce se intampla atunci cand grosimea lor devine tot mai subtire, vedem ca forma acestora
devine dreptunghiulard. Ne putem imagina cum luam un astfel de sector si il desfasuram. Forma obtinuta va fi
aceea a unui dreptunghi. Dar care vor fi lungimea si indltimea acestor dreptunghiuri? Lungimea acestora fiind
de-a lungul unui cerc, va fi 2xt, iar indltimea va fi cea care va fi infinitezimala de data aceasta, si o vom nota cu
dt. Acum ca am stabilit care vor fi elementele infinitezimale pe care le integram, sa ne gandim si la limitele
intre care le integram. Aceste sectoare circulare vor incepe din centrul discului si se vor termina la marginea
discului, deci le vom integra intre 0 si raza cercului, R. Sa vedem integrala pe care o obtinem:

R 2

=27 — = nR?

2
0

R R £2
A= f 2mtdt = ZnJ. tdt = 2m—
0 0 2

Tncs o data formula corect!
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Sa incercam acum sa aflam lungimea cercului. Tentatia e sa luam un fragment infinitezimal de cerc, dl,
si apoi sa 1l intregram Tn acelasi mod in care am integrat bazele triunghiurilor in exemplu cu aria discului
cercului. Am avea asadar urmatoarea formula:

2TR
sz dl = 1|2™® = 2mR
0

Dar dupd cum se poate remarca, ne folosim in limitele de integrare de insasi raspunsul pe care vrem
sd Tl aflam. Deci in acest caz nu putem sa integram la fel. Dar cum putem altfel? La urma urmei, tot ce avem in
cazul de fata este o lungime unidimensionala. Nu o putem aproxima in mai multe moduri la fel cum am facut
cu suprafata bidimensionald a discului cercului. Pare ca singura metoda e integrarea de marimi infinitezimale
de lungime de-a lungul cercului. Dar cu toate astea, existd o alta metoda. Sa ne aducem aminte cu grija la ce se
refera analiza matematica. Analiza matematica se refera la lucrul cu cantitati infinitezimale. Dar acele cantitati
infinitezimale nu trebuie sa fie neaparat lungimi. Pot sa fie orice. De exemplu in cazul de fata, marimea
infinitezimald pe care o vom integra va fi unghiul la centrul cercului.

unde @ este unghiul la centru care subintinde arcul /, iar R este raza cercului.
Tn momentul in care facem lungimea cercului infinitezimal3, formula se va transforma in:
dl=dOf-R

Unghiul la centru avand o valoare maxima de 27, vom avea integrala:
2
L:j d6-R=R-0|3" =2nR
0

Acum ca am vazut ca elementul infinitezimal care poate fi integrat nu trebuie sa fie neparat un element de
lungime, ci poate fi orice, s3 mai facem un pas si sa vedem ce se intdmpla cand avem nu unul, ci doua
elemente infinitezimale de integrat. Ceea ce se va intampla e ca vom obtine o integrala dublad. Sa vedem cum
necesitatea de a folosi o integrala dubla apare in cazul integrarii suprafetei unei sfere. Sa gasim asadar
elementul infinitezimal de arie:
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% S/ngr‘ dA rde

e”rde' rsin® do
e -y
o ldp

Ce inspdimantator pare. Atatea litere si simboluri. Nu vom intelege niciodata ce este acolo. Dar sd o
ludm pas cu pas si s& vedem cé este defapt foarte usor de inteles. In imagine este prezentat un element
infinitezimal de arie de forma dreptunghiulara pe suprafata unei sfere. Spre deosebire de cazul ariei de sub
grafic in care doar latimea drepunghiurilor era infinitezimala si astfel doar aceasta era integrata, elementul de
arie de pe suprafata unei sfere are ambele laturi infinitezimale. Acestea sunt rd@ si rsinfd¢. Dar de unde vin
aceste valori? S3 luam mai intai prima laturd, rd6. Vedem ca latura rd@ se afla pe un cerc paralel cu axa Oz.
Uitandu-ne la exemplul precedent in care am calculat lungimea unui cerc, observam ca rd6 este defapt acelasi
element de cerc pe care I-am folosit si in problema lungimii cercului. Mergand acum la cel de-al doilea
element, observam ca si acesta este defapt tot un element de cerc, in care rsinf este raza cercului, iar d¢
este unghiul la centrul cercului care subintinde arcul rsinfd¢g. Avem astfel elementul de arie:
dA = rd0 rsinfdg. Vedem astfel ci elementele infinitezimale care trebuiesc integrate sunt d6 si d¢. intre ce
limite trebuiesc integrate aceste elemente? Observam ca unghiul 8 este unghiul masurat in jos pornind de la
axa Oz. Acesta va avea o valoarea maxima de 7 radiani, mergand doar de sus pana jos. Al doilea unghi, ¢, este
unghiul care se roteste in jurul axei Oz. Acesta facand o rotatie completd, va avea o valoare maxima de
27 radiani.

Sa punem acum toate aceste informatii la un loc si sa vedem ce obtinem.

T 21
A= f dA = ﬂ rd6 - rsinfd¢p = rzj sin@dej do =
s 0 0

=712 (—c0s0)|¥ - 2w = r?(—cosm + cos0) - 2w = r? - (1 + 1) - 2 = 4mr?
Alta formula pe care o stiam pe de rost din scoala generala!

Sa atacam acum si calculul volumului sferei. Avand deja atata experienta dobandita din parcurgerea
acestor pagini de analiza matematica, volumui sferei desi cel mai inspdaimantator, va fi defapt cel mai trivial
exercitiu pe care il vom rezolva.
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Elementul infinitezimal care va fi integrat acum va fi un element de volum. Acesta este un mic
paralelipiped dreptunghic. Uitandu-ne cu atentie la figura de mai sus, observam ca 2 dintre laturi sunt aceleasi
ca in cazul elementului de arie. lar a treia latura, indltimea, este dr, deoarece integrand un volum trebuie sa
acoperim intregul continut al sferei, deci trebuie sa mergem din centrul ei pana la margine. Practic la integrala
de la arie se va mai adauga o integrala care integreaza dr intre O si r. Vom avea:

R T 21
%4 =f dv = ﬂ] dr -rdf - rsinfd¢ =f rzdrf sin@d@f do =
v 0 0 0

R " R R?
*(—cosO)| -2m = 3 (—cosm + cos0) - 2w = 3 1+1)-2m=
0 0

3 4mR3

Am recuperat astfel si ultima formula misterioasa din scoala generala. Cine si-ar fi inchipuit ca poate fi
atat de simplu? Unde sa mergem acum mai departe? Exemplele sunt multe, iar daca am reusit sa starnesc
curiozitatea cititorului, acesta se va descurca mai departe in gasirea de culegeri de probleme. Dar misiunea
noastra cu privire la analiza matematica in aceasta carte, s-a incheiat. Avem acum suficiente cunostinte pentru
a putea avea o apreciere corespunzatoare a fizicii ce urmeaza a fi prezentata. Ne vom reintalni la un moment
dat cu analiza matematica atunci cand vom discuta despre mecanica lagrangiana unde va fi nevoie sa discutam
despre analiza matematica a variatiunilor (”calculus of variations” in engleza), dar aceasta va fi introdusa la
momentul corespunzator, cand cititorul va avea la dispozitie si cunostinte de mecanica clasica in varianta

newtoniana.

Tnainte de a trece la fizicd, reflecta putin la faptul ci pentru a intelege matematica prezentats te-ai
folosit de constiintda. O putea si un calculator sa facd asa ceva? O putea, n-o putea? Vom vedea cand vom
discuta despre constiintd. Dar interesant cum ai putut sa intelegi ce este o derivata, ce este o integrala. Cum ai
facut asta? Ce magie ai folosit? leri nu stiai ce este o integrala, azi stii. Cum ai facut asta? Doar citind nu se
pune, pentru ci ai putea sa dai unui animal s3 citeasca, dar acesta nu va intelege nimic. intelegere! Reflects la
acest concept! Ce este intelegerea? Cum putem intelege?

Fizica
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